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*
Bu çalışma “Geometrik konveks fonksiyonlar üzerine bazı integral eşitsizlikler” başlıklı (Nurullah KILIÇ, Ağrı İbrahim 

Çeçen Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, 2016) yüksek lisans tezinden üretilmiştir.  

 

Öz: Bu çalışmada öncelikle iki integral eşitsizliği elde edilmiş ve bu iki eşitlik yardımıyla türevlenebilen 

geometrik konveks fonksiyonlar için bazı Hadamard tipli integral eşitsizlikler ispat edilmiştir. Ayrıca elde 

edilen bulgulara ait bazı uygulamalar verilmiştir.  
 

Anahtar Kelimeler — Hadamard Eşitsizliği, Geometrik konvekslik, Hölder Eşitsizliği. 
 

Abstract: In this study, firstly two integral identity have been obtained and some Hadamard type integral 

inequalities have been proved for geometrically convex functions by using these two integral identities. Also, 

some applications related to findings have been given.  

 

Keywords — Hadamard Inequality, Geometrically convexity, Hölder inequality.  

 

 

1.  GİRİŞ 

Bu bölümde çalışmada kullanılacak olan bazı temel tanımlar ve literatürde mevcut bazı 

teoremler verilecektir.  

Tanım 1.1. (Geometrik Konveks Fonksiyon) 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu verilsin. Eğer 𝑓 

fonksiyonu, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝑥𝑡𝑦1−𝑡) ≤ [𝑓(𝑥)]𝑡[𝑓(𝑦)]1−𝑡 

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et al. 2012). 

Tanıım 1.2. (Harmonik Konveks Fonksiyon) I⊂ 𝑅/{0} bir açık aralık olsun. 𝑓: 𝐼 → 𝑅  bir 

fonksiyon olmak üzere eğer ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 𝑣𝑒 𝛼 ∈ [0,1] için  
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                                 𝑓 (
𝑥𝑦

𝛼𝑥+(1−𝛼)𝑦
) ≤ 𝛼𝑓(𝑦)+(1 − 𝛼)𝑓(𝑥)  

eşitsizliğini sağlıyorsa 𝑓 fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Anderson et al. 

2007). 

Tanım 1.3. (Ortalama Fonksiyonu) 𝑀 fonksiyonu 𝑀: (0,∞) × (0,∞) → (0,∞) şeklinde 

verilsin. Eğer 

(1) 𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑀(𝑦, 𝑥) 

(2) 𝑀(𝑥, 𝑥) = 𝑥 

(3) 𝑥 < 𝑀(𝑥, 𝑦) < 𝑦 , 𝑥 < 𝑦 

(4) 𝑀(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) = 𝑎𝑀(𝑥, 𝑦), 𝑎 > 0 

şartları sağlanıyorsa 𝑀 fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007). 

Tanım 1.4. (𝑴𝑵- Konveks (Konkav) fonksiyon)∶ 𝑓: 𝐼 → (0,∞) sürekli fonksiyonu 

verilsin.𝐼 ⊆  (0,∞)ve    𝑀,𝑁 herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eğer ∀𝑥, 𝑦𝜖 𝐼 için 

𝑓(𝑀(𝑥, 𝑦)) ≤ (≥)𝑁(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) 

şartı sağlanıyor ise 𝑓 fonksiyonuna 𝑀𝑁 −konveks(konkav) fonksiyonu denir (Anderson 2007). 

Teorem 1.1. 𝐼 ⊆  (0,∞) ve 𝑓: 𝐼 → (0,∞) sürekli fonksiyonu verilsin.(4)-(9) seçenekleri için  

𝐼 = (0, 𝑏), 0 < 𝑏 < ∞ olarak verilsin.  

(1) 𝑓 nin 𝐴𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑓 nin konveks (konkav) 

olmasıdır. 

(2) 𝑓 nin 𝐴𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑙𝑜𝑔𝑓 nin konveks (konkav) 

olmasıdır. 

(3) 𝑓 nin 𝐴𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 1 𝑓⁄   nin konveks (konkav) 

olmasıdır. 

(4) 𝑓 nin 𝐺𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑓(𝑏𝑒−𝑡) nin(0,∞) üzerinde 

konveks (konkav) olmasıdır. 

(5) 𝑓 nin 𝐺𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑓(𝑏𝑒−𝑡) nin (0,∞) üzerinde 

konveks (konkav) olmasıdır. 
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(6) 𝑓 nin 𝐺𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 1 𝑓(𝑏𝑒−𝑡)⁄ nin(0,∞) üzerinde 

konveks (konkav) olmasıdır. 

(7) 𝑓 nin 𝐻𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑓(1 𝑥⁄ ) nin (1 𝑏⁄ ,∞) üzerinde 

konveks (konkav) olmasıdır. 

(8) 𝑓 nin 𝐻𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑙𝑜𝑔𝑓(1 𝑥⁄ ) nin (1 𝑏⁄ ,∞) 

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır. 

(9) 𝑓 nin 𝐻𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 1
𝑓 (1 𝑥⁄ )

⁄  nin (1 𝑏⁄ ,∞) 

üzerinde konveks (konkav) olmasıdır (Anderson 2007). 

Teorem 1.2. 𝐼 ⊆  (0,∞) ve 𝑓: 𝐼 → (0,∞) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. (4)-(9) 

seçenekleri için  𝐼 = (0, 𝑏) ,0 < 𝑏 < ∞ olarak verilsin.  

(1) 𝑓 nin 𝐴𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑓′(𝑥) nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(2) 𝑓 nin 𝐴𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
⁄  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(3) 𝑓 nin 𝐴𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)2
⁄  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(4) 𝑓 nin 𝐺𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑥𝑓′(𝑥) nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(5) 𝑓 nin 𝐺𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑥𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
⁄  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 
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(6) 𝑓 nin 𝐺𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑥𝑓′

(𝑥)
𝑓(𝑥)2

⁄  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(7) 𝑓 nin 𝐻𝐴 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 𝑥2𝑓
′
(𝑥) nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(8) 𝑓 nin 𝐻𝐺 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑥2𝑓′

(𝑥)
𝑓(𝑥)

⁄  nin artan (azalan) 

olmasıdır. 

(9) 𝑓 nin 𝐻𝐻 −konveks (konkav) olması için gerek ve yeter şart 
𝑥2𝑓′

(𝑥)
𝑓(𝑥)2

⁄  nin artan 

(azalan) olmasıdır (Anderson 2007). 

Teorem 1.3. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′(𝑥)|
𝑞
fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise𝑞 ≥ 1 için; 

|[𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎)] − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| 

≤
[(𝑏 − 𝑎)𝐴(𝑎, 𝑏)]

1−
1
𝑞

2
1
𝑞

{[𝐿(𝑎2, 𝑏2) − 𝑎2]|𝑓′(𝑎)|𝑞 + [𝑏2 − 𝐿(𝑎2, 𝑏2)]|𝑓′(𝑏)|𝑞}
1
𝑞 

eşitsizliği geçerlidir (Zhang et. al. 2013). 

Teorem 1.4. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′(𝑥)|
𝑞
fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise 𝑞 > 1 için; 

|[𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎)] − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)[𝐿(𝑎

2𝑞
(𝑞−1), 𝑏

2𝑞
(𝑞−1))]

1−
1
𝑞

[𝐴 |𝑓′(𝑎)|
𝑞
|𝑓′(𝑏)|

𝑞
]

1
𝑞
 

eşitsizliği geçerlidir (Zhang et. al. 2013). 

 

 

Teorem 1.5.  𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′(𝑥)|
𝑞
fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise 𝑞 ≥ 1 için; 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| 
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≤
(ln 𝑏 − ln 𝑎)

1−
1
𝑞

(2𝑞)
1
𝑞

[𝐿 (𝑎
2𝑞

𝑞−1, 𝑏
2𝑞

𝑞−1)]

1−
1
𝑞

× {[𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞) − 𝑎2𝑞]|𝑓′(𝑎)|𝑞 + [𝑏2𝑞 − 𝐿(𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞)]|𝑓′(𝑏)|𝑞}
1
𝑞 

eşitsizliği geçerlidir (Zhang et. al. 2013). 

Teorem 1.6. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilen bir dönüşüm ve 

𝑎, 𝑏 ∈  𝐼𝑜 , 𝑎 < 𝑏, 𝑓′ 𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′(𝑥)| fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise 

bu takdirde 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎
| 

≤ (
𝐿(𝑥2, 𝑏2) − 𝐿(𝑎2, 𝑥2)

2
) |𝑓′(𝑥)| + (

𝐿(𝑎2, 𝑥2) − 𝑎2

2
) |𝑓′(𝑎)| + (

𝑏2 − 𝐿(𝑥2, 𝑏2)

2
) |𝑓′(𝑏)| 

eşitsizliği ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için geçerlidir (Avcı-Ardıç et. al.  2015). 

Teorem 1.7. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilen bir dönüşüm ve 

𝑎, 𝑏 ∈  𝐼𝑜 , 𝑎 < 𝑏, 𝑓′ 𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′
(𝑥)|

𝑞
 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise 

bu takdirde 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎
| 

≤ (𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)
1−

1
𝑞(𝐿(𝑎2, 𝑥2) − 𝑥2)

1−
1
𝑞 (

|𝑓′(𝑎)|𝑞 − |𝑓′(𝑥)|𝑞

2
)

1
𝑞

 

+(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)
1−

1
𝑞(𝐿(𝑏2, 𝑥2) − 𝑏2)

1−
1
𝑞 (

|𝑓′(𝑏)|𝑞 − |𝑓′(𝑥)|𝑞

2
)

1
𝑞

 

eşitsizliği ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 𝑞 ≥ 1 için geçerlidir (Avcı-Ardıç et. al.  2015). 

Teorem 1.8. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilen bir dönüşüm ve 

𝑎, 𝑏 ∈  𝐼𝑜 , 𝑎 < 𝑏, 𝑓′ 𝜖 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer|𝑓′(𝑥)|
𝑞
 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında 𝐺𝐴 −konveks ise 

bu taktirde 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎
| 
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≤ (𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛𝑎)
1
𝑞 (

𝑞 − 1

2𝑞
)
1−

1
𝑞
(𝑥

2𝑞
𝑞−1 − 𝑎

2𝑞
𝑞−1)

1−
1
𝑞

(
|𝑓′(𝑥)|𝑞 + |𝑓′(𝑎)|𝑞

2
)

1
𝑞

 

+(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑥)
1
𝑞 (

𝑞 − 1

2𝑞
)
1−

1
𝑞
(𝑏

2𝑞
𝑞−1 − 𝑥

2𝑞
𝑞−1)

1−
1
𝑞

(
|𝑓′(𝑏)|𝑞 + |𝑓′(𝑥)|𝑞

2
)

1
𝑞

 

eşitsizliği ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 𝑞 > 1 için geçerlidir (Avcı-Ardıç et. al.  2015). 

Teorem 1.9. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ/{0} → ℝ  harmonik fonksiyon  𝑎, 𝑏 ∈  𝐼 𝑣𝑒 𝑎 < 𝑏 olmak üzere eğer  

𝑓 ∈  𝐿[𝑎, 𝑏] ise bu durumda 

 𝑓 (
2𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
)  ≤   

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤  
 𝑓(𝑎) +  𝑓(𝑏)

2
 

eşitsizliği geçerlidir (İşcan 2014). 

 

Teorem 1.10. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏  

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında harmonik konveks ise 𝑞 ≥ 1 

için; 

 

|
 𝑓(𝑎) +  𝑓(𝑏)

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| ≤
𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

2
ʎ1

1−
1
𝑞[ʎ2|𝑓

′(𝑎)|𝑞 + ʎ3|𝑓
′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞 

 

eşitsizliği geçerlidir ve burada 

ʎ1 =
1

𝑎𝑏
−

2

(𝑏 − 𝑎)2
𝑙𝑛

(𝑎 + 𝑏)2

4𝑎𝑏
 

ʎ2 =
−1

𝑏(𝑏 − 𝑎)
+

3𝑎 + 𝑏

 (𝑏 − 𝑎)3
𝑙𝑛

(𝑎 + 𝑏)2

4𝑎𝑏
 

ve 

ʎ3 =
1

𝑎(𝑏 − 𝑎)
−

3𝑎 + 𝑏

(𝑏 − 𝑎)3
𝑙𝑛

(𝑎 + 𝑏)2

4𝑎𝑏
= ʎ1 − ʎ2 

şeklinde tanımlıdır (İşcan 2014). 

 

Teorem 1.11. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏 

ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında harmonik konveks ise  
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|
 𝑓(𝑎) +  𝑓(𝑏)

2
−

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑎
∫

𝑓(𝑥)

𝑥2

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| ≤
𝑎𝑏(𝑏 − 𝑎)

2
(

1

p + 1
)

1
p
[𝜇1|𝑓

′(𝑎)|𝑞  +  𝜇2|𝑓
′(𝑏)|𝑞]

1
𝑞 

eşitsizliği 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olacak şekilde 𝑞 > 1 için geçerlidir ve burada  

𝜇1 =
𝑎2−2𝑞 + 𝑏1−2𝑞[(𝑏 − 𝑎)(1 − 2𝑞) − 𝑎]]

2(𝑏 − 𝑎)2(1 − 𝑞)(1 − 2𝑞)
 

𝜇2 =
𝑎2−2𝑞 − 𝑎1−2𝑞[(𝑏 − 𝑎)(1 − 2𝑞) − 𝑎]]

2(𝑏 − 𝑎)2(1 − 𝑞)(1 − 2𝑞)
 

şeklinde tanımlıdır (İşcan 2014).

 

2. GEOMETRİK KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLER

Lemma 2.1. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ fonksiyonu  𝐼 üzerinde diferansiyellenebilen bir dönüşüm ve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼°  ve   𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] ise 𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑛 ≥ 1 için aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

İspat: Bu lemmayı ispatlamak için, 

 

∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

integralinde, 

𝑥 = 𝑎𝑡𝑏1−𝑡 

değiken değiştirmesi yapılırsa, 

∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡 =
1

0

1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)
∫ 𝑥𝑛𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏

=
1

(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)
 [ 𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 ] 

 

elde edilir. Daha sonra eşitliğin her tarafı    (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)  ile çarpılırsa ispat tamamlanmış olur. 

Lemma 2.2. 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ+ → ℝ  f fonksiyonu 𝐼 üzerinde diferansiyellenebilen bir dönüşüm ve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼°  ve   𝑎 < 𝑏 olsun. Eğer 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏]  ise 𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑛 ≥ 1 iken aşağıdaki eşitlik ∀ 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏]   
için geçerlidir: 
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𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 
𝑏

𝑎

(𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)𝑑𝑡

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡. 

 

İspat: Bu lemmayı ispatlamak için önce; 

𝐼1 = ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)𝑑𝑡 

ve 

𝐼2 = ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡 

alalım. 𝑥 = 𝑢𝑡𝑎1−𝑡değişken değiştirmesi yapılır ve integral alınırsa; 

 

𝐼1 = ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)𝑑𝑡

=
1

(𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)
[ 𝑢𝑛𝑓(𝑢) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑢

𝑎

] (1) 

 

elde edilir. Benzer şekilde 

 

𝐼2 = ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡
1

0

𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)𝑑𝑡

=
1

(𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑏)
[𝑢𝑛𝑓(𝑢) − 𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑢

𝑏

] (2) 

(1) eşitlik  (lnu − lna)  ile ve  (2)  eşitlik (lnb − lnu)    ile çarpılır ve taraf tarafa toplanırsa  

ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.1. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer[𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu 𝐺𝐺 −konveks ise; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞) 

 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 
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İspat: Lemma 2.1  ve  |𝑓′(𝑥)|𝑞   nin GG-konveks olduğu kullanılarak 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡
1

0

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)
1

0

|𝑓′(𝑎)|𝑡|𝑓′(𝑏)|(1−𝑡)𝑑𝑡

= (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝑏(𝑛+1)|𝑓′(𝑏)|∫ (
𝑎

𝑏
)(𝑛+1)𝑡 |

𝑓′(𝑎)

𝑓′(𝑏)
|

𝑡

𝑑𝑡
1

0

 

elde edilir. Hölder integral eşitsizliği kullanılarak 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝑏(𝑛+1)|𝑓′(𝑏)| [∫ (
𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑝

[∫ |
𝑓′(𝑎)

𝑓′(𝑏)
|

𝑡𝑞

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑞

= (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞) 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.2. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏,  𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer[𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu 𝐺𝐴 −konveks ise; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
𝐿

1
𝑞 (𝑎(𝑛+1)𝑞 , 𝑏(𝑛+1)𝑞)(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.1 , |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐴 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak:  

 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡
1

0

≤(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝑏(𝑛+1) [∫ (
𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡

(𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)
1

0

𝑑𝑡] 
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                        ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝑏(𝑛+1) [|𝑓′(𝑎)| (∫ 𝑡𝑝
1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

+ |𝑓′(𝑏)| (∫ (1 − 𝑡)𝑝
1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

]

≤ (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
(𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿

1
𝑞 (𝑎(𝑛+1)𝑞 , 𝑏(𝑛+1)𝑞)(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.3. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ  fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer[𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu 𝐺𝐺 −konveks ise 

∀𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑢)|𝑞, |𝑓′(𝑎)|𝑞)

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝐿
1
𝑃 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑢)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞) 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.2, |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐺 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak; 
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|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)|𝑑𝑡
1

0

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡
1

0

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)
1

0

|𝑓′(𝑢)|𝑡|𝑓′(𝑎)|(1−𝑡)𝑑𝑡

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢)|𝑡|𝑓′(𝑏)|(1−𝑡)𝑑𝑡
1

0

= (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝑎(𝑛+1)|𝑓′(𝑎)|∫ (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡

|
𝑓′(𝑢)

𝑓′(𝑎)
|

𝑡

𝑑𝑡
1

0

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝑏(𝑛+1)|𝑓′(𝑏)|∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡

|
𝑓′(𝑢)

𝑓′(𝑏)
|

𝑡

𝑑𝑡
1

0

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝑎(𝑛+1)|𝑓′(𝑎)| [∫ (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑝

[∫ |
𝑓′(𝑢)

𝑓′(𝑎)
|

𝑡𝑞

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑞

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝑏(𝑛+1)|𝑓′(𝑏)| [∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑝

[∫ |
𝑓′(𝑢)

𝑓′(𝑏)
|

𝑡𝑞

𝑑𝑡
1

0

]

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑢)|𝑞, |𝑓′(𝑎)|𝑞)

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝐿
1
𝑃 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑢)|𝑞 , |𝑓′(𝑏)|𝑞) 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur 

Teorem 2.4. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1  ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer [𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu 𝐺𝐴 −konveks ise  

∀𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
[(𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿

1
𝑞 (𝑢(𝑛+1)𝑞 , 𝑎(𝑛+1)𝑞)(|𝑓′(𝑢)|, |𝑓′(𝑎)|)

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝐿
1
𝑞 (𝑢(𝑛+1)𝑞 , 𝑏(𝑛+1)𝑞)(|𝑓′(𝑢)|, |𝑓′(𝑏)|)] 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.2, |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐴 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak  
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Türevlenebilen Geometrik Konveks Fonksiyonlar için Hadamard Tipli İntegral 
Eşitsizlikler 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (ln
u

a
)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)|𝑑𝑡   

1

0

+ (ln
b

u
) ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

≤ (ln
u

a
)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)

1

0

(𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|)𝑑𝑡

+ (ln
b

u
) ∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)(𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)𝑑𝑡

1

0

= (ln
u

a
) 𝑎(𝑛+1) [|𝑓′(𝑢)|∫ 𝑡 (

𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡

𝑑𝑡 + |𝑓′(𝑎)|∫ (1 − 𝑡) (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡

𝑑𝑡
1

0

1

0

]

+ (ln
b

u
) 𝑏(𝑛+1) [|𝑓′(𝑢)|∫ 𝑡 (

𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡

𝑑𝑡 + |𝑓′(𝑏)|∫ (1 − 𝑡) (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡

𝑑𝑡
1

0

1

0

]

≤ (ln
u

a
) 𝑎(𝑛+1) [|𝑓′(𝑢)| (∫ 𝑡𝑝

1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

+ |𝑓′(𝑎)| (∫ (1 − 𝑡)𝑝
1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

]

+ (ln
b

u
) 𝑏(𝑛+1) [|𝑓′(𝑢)| (∫ 𝑡𝑝

1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

+ |𝑓′(𝑏)| (∫ (1 − 𝑡)𝑝
1

0

)

1
𝑝

(∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑞1

0

)

1
𝑞

]

≤ (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
[(𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿

1
𝑞 (𝑢(𝑛+1)𝑞 , 𝑎(𝑛+1)𝑞). (|𝑓′(𝑢)|, |𝑓′(𝑎)|)

+ (ln
b

u
) 𝐿

1
𝑞 (𝑢(𝑛+1)𝑞 , 𝑏(𝑛+1)𝑞). (|𝑓′(𝑢)|, |𝑓′(𝑏)|)] 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.5. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer [𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞 fonksiyonu 𝐺𝐴 −konveks ise; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
𝐿

1
𝑝 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.1 , |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐴 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak  
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|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (ln
b

a
)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

≤(ln
b

a
) 𝑏(𝑛+1) [∫ (

𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡1

0

(𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)𝑑𝑡]

≤ (ln
b

a
) 𝑏(𝑛+1) (∫ (

𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ (𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞 

   

 

elde edilir. Eğer burada 

𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|= u değişken değiştirmesi yapılırsa 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
𝐿

1
𝑝 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.6. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer[𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞fonksiyonu 𝐺𝐴 −konveks ise 

∀𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] için 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (
1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
[(ln

u

a
) 𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑢)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑎)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑎)|
)

1
𝑞

+ (ln
b

u
) 𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑢)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

] 

eşitsizliği 𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.2 , |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐴 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak  
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|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (ln
u

a
)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

+ (ln
b

u
)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑢𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

𝑢

≤ (ln
u

a
)𝑎(𝑛+1) [∫ (

𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡1

0

(𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|)𝑑𝑡]

+ (ln
b

u
) 𝑏(𝑛+1) [∫ (

𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡1

0

(𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)𝑑𝑡]

≤ (ln
u

a
)𝑎(𝑛+1) (∫ (

𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡𝑝1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ (𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑎)|)𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞 

+ (ln
b

u
) 𝑏(𝑛+1) (∫ (

𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝1

0

𝑑𝑡)

1
𝑝

(∫ (𝑡|𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|)𝑞𝑑𝑡
1

0

)

1
𝑞 

 

 

elde edilir. Eğer burada 

𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|= u değişken değiştirmesi yapılırsa 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (
1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
[(ln

u

a
) 𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑢)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑎)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑎)|
)

1
𝑞

+ (ln
b

u
) 𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑢)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

] 

elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 2.7. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, 𝑎 < 𝑏, 

𝑛 ∈ 𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer  [𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞 fonksiyonu 𝐺𝐻 −konveks 

ise; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| 

≤ (ln
b

a
) (

1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|𝐿

1
𝑝 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(−𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞
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eşitsizliği 𝑝 > 1  ve    
1  

𝑝
+

1

𝑞
= 1       için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.1 , |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐻 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak  

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
| 

= (ln
b

a
)∫ 𝑎(𝑛+1)𝑡𝑏(𝑛+1)(1−𝑡)|𝑓′(𝑎𝑡𝑏1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

≤(ln
b

a
) 𝑏(𝑛+1) [∫ (

𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡1

0

(
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|

𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|
)𝑑𝑡]

≤ (ln
b

a
) 𝑏(𝑛+1)|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)| [∫ (

𝑎

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑝

[∫  (
1

𝑡|𝑓′(𝑎)| + (1 − 𝑡)|𝑓′(𝑏)|
)
𝑞  

𝑑𝑡
1

0

]

1
𝑞

= (ln
b

a
) (

1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|𝐿

1
𝑝 (𝑎(𝑛+1)𝑝, 𝑏(𝑛+1)𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(−𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

  

 

ispat tamamlanmış olur 

Teorem 2.8. 𝑓: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝐼∘ de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,𝑎 < 𝑏, 𝑛 ∈

𝑁 , 𝑛 ≥ 1 ve 𝑓′ ∈ 𝐿[𝑎, 𝑏] olsun. Eğer  [𝑎, 𝑏] aralığında |𝑓′(𝑥)|𝑞  fonksiyonu 𝐺𝐻 −konveks ise 

∀𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] için; 

|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
|

≤ (
1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞

|𝑓′(𝑢)|  

[
 
 
 
 

|𝑓′(𝑎)| (ln
u

a
)𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝)(

|𝑓′(𝑢)|
(−𝑞+1)

− |𝑓′(𝑎)|
(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑎)|
)

1
𝑞

+ |𝑓′(𝑏)| (ln
b

u
)𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏

(𝑛+1)𝑝
)(

|𝑓′(𝑢)|
(−𝑞+1)

− |𝑓′(𝑏)|
(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

]
 
 
 
 

 

eşitsizliği 𝑝 > 1  ve    
1  

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Lemma 2.2  |𝑓′(𝑥)|𝑞  in 𝐺𝐻 −konveksliği ve Hölder integral eşitsizliği kullanılarak 
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|𝑏𝑛𝑓(𝑏) − 𝑎𝑛𝑓(𝑎) − 𝑛∫ 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
|

= (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑎(𝑛+1)(1−𝑡) |𝑓′
(𝑢𝑡𝑎1−𝑡)|𝑑𝑡

1

0

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)∫ 𝑢(𝑛+1)𝑡𝑏
(𝑛+1)(1−𝑡)

|𝑓′
(𝑢𝑡𝑏1−𝑡

)|𝑑𝑡
1

0

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝑎(𝑛+1) [∫ (
𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡1

0
(

|𝑓′
(𝑢)| |𝑓′

(𝑎)|

𝑡 |𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡) |𝑓′(𝑎)|
)𝑑𝑡]

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝑏
(𝑛+1)

[∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡1

0
(

|𝑓′
(𝑢)| |𝑓′

(𝑏)|

𝑡 |𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡) |𝑓′(𝑏)|
)𝑑𝑡]

≤ (𝑙𝑛𝑢 − 𝑙𝑛𝑎)𝑎(𝑛+1) |𝑓
′
(𝑢)| |𝑓

′
(𝑎)| [∫ (

𝑢

𝑎
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0
]

1
𝑝

[∫  (
1

𝑡 |𝑓′
(𝑢)| + (1 − 𝑡) |𝑓′

(𝑎)|
)

𝑞  

𝑑𝑡
1

0
]

1
𝑞

+ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑢)𝑏
(𝑛+1)

|𝑓′(𝑢)| |𝑓′(𝑏)| [∫ (
𝑢

𝑏
)
(𝑛+1)𝑡𝑝

𝑑𝑡
1

0
]

1
𝑝

[∫  (
1

𝑡 |𝑓′(𝑢)| + (1 − 𝑡) |𝑓′(𝑏)|
)

𝑞  

𝑑𝑡
1

0
]

1
𝑞

= (
1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞

|𝑓′(𝑢)|  

[
 
 
 
 

(ln
u

a
) |𝑓′(𝑎)|𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑎(𝑛+1)𝑝)(

|𝑓′(𝑢)|
(−𝑞+1)

− |𝑓′(𝑎)|
(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑎)|
)

1
𝑞

+ (ln
b

u
) |𝑓′(𝑏)|𝐿

1
𝑝 (𝑢(𝑛+1)𝑝, 𝑏

(𝑛+1)𝑝
)(

|𝑓′(𝑢)|
(−𝑞+1)

− |𝑓′(𝑏)|
(−𝑞+1)

|𝑓′(𝑢)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

]
 
 
 
 

 

ispat tamamlanmış olur. 

 

3. ELDE EDİLEN BULGULARA DAİR BAZI SONUÇ VE UYGULAMAR 

Sonuç 3.1. Teorem 2.1 de  n=1 seçilirse 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝)𝐿

1
𝑞 (|𝑓′(𝑎)|𝑞, |𝑓′(𝑏)|𝑞) 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için elde edilir. 

Sonuç 3.2. Teorem 2.2 de  n=1 seçilirse 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
𝐿

1
𝑞 (𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞)(|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|) 
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eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için elde edilir. 

Sonuç 3.3. Teorem 2.5 de  n=1 seçilirse 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

|

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
𝐿

1
𝑝 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için elde edilir. 

 

Sonuç 3.4. Teorem 2.7 de  n=1 seçilirse 

|𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| 

≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (
1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞
|𝑓′(𝑎)||𝑓′(𝑏)|𝐿

1
𝑝 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝) (

|𝑓′(𝑎)|(𝑞+1) − |𝑓′(𝑏)|(𝑞+1)

|𝑓′(𝑎)| − |𝑓′(𝑏)|
)

1
𝑞

 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için elde edilir. 

Uygulama 3.1. 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ve 𝑎 < 𝑏  olsun. Bu durumda 

|𝑒𝑏(𝑏 − 1) − 𝑒𝑎(𝑎 − 1)|  ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎)𝐿
1
𝑃 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝)𝐿

1
𝑞 (𝑒𝑎𝑞 , 𝑒𝑏𝑞) 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Sonuç 3.1 de 𝑓:ℝ → ℝ+ , 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥   𝐺𝐺 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonu seçilirse istenen sonuç 

elde edilir. 

Uygulama 3.2.  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ve 𝑎 < 𝑏  olsun. Bu durumda 

|log [(𝑒𝑎−𝑏) (
𝑏 + 1

𝑎 + 1
)]| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (

1

𝑝 + 1
)

1
𝑝
𝐿

1
𝑞 (𝑎2𝑞 , 𝑏2𝑞) (|

1

𝑎 + 1
| + |

1

𝑏 + 1
|) 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve  
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Sonuç 3.2 de  𝑓: (−1,∞) → ℝ,   𝑓(𝑥) = log (𝑥 + 1)   𝐺𝐴 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonu seçilirse 

istenen sonuç  

elde edilir. 

Uygulama 3.3.  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+ve 𝑎 < 𝑏  olsun. Bu durumda 
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|log [(𝑒𝑎−𝑏) (
𝑏 + 1

𝑎 + 1
)]| ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (

1

𝑞 + 1
)

1
𝑞
𝐿

1
𝑝 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝)(

|
1

𝑎 + 1|
(𝑞+1)

− |
1

𝑏 + 1
|
(𝑞+1)

|
1

𝑎 + 1| − |
1

𝑏 + 1
|

)

1
𝑞

 

eşitsizliği  𝑝 > 1 ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Sonuç 3.3 de   𝑓: (−1,∞) → ℝ,   𝑓(𝑥) = log (𝑥 + 1)   𝐺𝐴 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonu  

seçilirse istenen sonuç elde edilir 

Uygulama 3.4.  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ+  ve 𝑎 < 𝑏  olsun. Bu durumda 

2

3
(𝑏3 − 𝑎3)  ≤ (𝑙𝑛𝑏 − 𝑙𝑛𝑎) (

1

−𝑞 + 1
)

1
𝑞
2𝑎𝑏𝐿

1
𝑝 (𝑎2𝑝, 𝑏2𝑝) (

𝑎(−𝑞+1) − 𝑏(−𝑞+1)

𝑎 − 𝑏
)

1
𝑞

 

eşitsizliği     𝑝 > 1   ve    
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  için geçerlidir. 

İspat: Sonuç 3.4  te  𝑓: (−∞, 0) → (0,∞) ve  𝑓(  𝑥) = 𝑥2  𝐺𝐻 − 𝑘𝑜𝑛𝑣𝑒𝑘𝑠 fonksiyonu  

seçilirse istenen sonuç elde edilir. 
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