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“Bu ¢alisma “Geometrik konveks fonksiyonlar {izerine baz1 integral esitsizlikler” baslikli (Nurullah KILIC, Agr1 Ibrahim
Cecen Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, 2016) yiiksek lisans tezinden iiretilmistir.

Oz: Bu caligmada oncelikle iki integral esitsizligi elde edilmis ve bu iki esitlik yardimiyla tiirevlenebilen
geometrik konveks fonksiyonlar i¢in bazi Hadamard tipli integral esitsizlikler ispat edilmistir. Ayrica elde
edilen bulgulara ait bazi uygulamalar verilmistir.

Anahtar Kelimeler — Hadamard Esitsizligi, Geometrik konvekslik, Holder Esitsizligi.
Abstract: In this study, firstly two integral identity have been obtained and some Hadamard type integral
inequalities have been proved for geometrically convex functions by using these two integral identities. Also,

some applications related to findings have been given.

Keywords — Hadamard Inequality, Geometrically convexity, Holder inequality.

1. GIRIS

Bu boliimde c¢alismada kullanilacak olan bazi temel tamimlar ve literatirde mevcut bazi
teoremler verilecektir.

Tanim 1.1. (Geometrik Konveks Fonksiyon) f:/ c R, —» R, fonksiyonu verilsin. Eger f
fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

Oy < F IO

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et al. 2012).

Tanum 1.2. (Harmonik Konveks Fonksiyon) Ic R/{0} bir agik aralik olsun. f:1 - R bir

fonksiyon olmak tizere eger Vx,y € [ ve a € [0,1] igin
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(o) < f )+ - f (x)

ax+(1-a)y

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir (Anderson et al.
2007).

Tamm 1.3. (Ortalama Fonksiyonu) M fonksiyonu M: (0, ) X (0,00) — (0,) seklinde

verilsin. Eger

(DM, y) = M(y,x)
2)M((x,x) =x
BRx<Mxy)<y,x<y

() M(ax,ay) = aM(x,y), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir (Anderson et al. 2007).

Tammm 1.4. (MN- Konveks (Konkav) fonksiyon): f:1 — (0,0) siirekli fonksiyonu

verilsin./ € (0,00)ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vx, ye I i¢in
f(M(x,3) < (IN(f(x), f()

sart1 saglantyor ise f fonksiyonuna MN —konveks(konkav) fonksiyonu denir (Anderson 2007).

Teorem 1.1. I © (0,00) ve f:1 — (0,00) siirekli fonksiyonu verilsin.(4)-(9) segenekleri igin

I =(0,b),0 < b < o olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf nin konveks (konkav)

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1/f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be~") nin(0, ) iizerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be™%) nin (0, o) iizerinde

konveks (konkav) olmasidir.
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(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/ Fb e_t)nin(O, o) tizerinde
konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1/ x) nin (1/ p» ) lzerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart logf(l/x) nin (1/b,oo)

iizerinde konveks (konkav) olmasidir.
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 /f (1 / ) nin (1/b,oo)
x

iizerinde konveks (konkav) olmasidir (Anderson 2007).

Teorem 1.2. I € (0,) ve f:I— (0,) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleri igin I = (0,b) ,0 < b < oo olarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f’(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ £ nin artan (azalan)

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (x)/ F(x)? nin artan (azalan)
olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ F0 nin artan (azalan)

olmasidir.
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(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ F0)? nin artan (azalan)

olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x? f’(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

2 U
(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ £ nin artan (azalan)

olmasidir.

2 U
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x'f (x)/ F0? nin artan
(azalan) olmasidir (Anderson 2007).

Teorem 1.3. f:1 € R, — R fonksiyonu I tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b
ve f' € L[a, b] olsun. Eger|f'(x)|qfonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks iseq > 1 i¢in;

b
[bf () = af @] - | feodx

{[L(a® b?) — a®lIf"(@)|? + [b? — L(a® b)]If ' (B)|9}4

<

[~ A D)]' T
20

esitsizligi gegerlidir (Zhang et. al. 2013).

Teorem 1.4. f:1 € R, — R fonksiyonu I tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f' € L[a, b] olsun. Eger|f'(x)|qfonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks ise g > 1 igin;

1 1

b 2 2 \'Tq g g3
Ibf )= af @] - | f@dx s(lnb—lna)[L(aw—D,b(q—l))] [A|f @['|f o1

esitsizligi gegerlidir (Zhang et. al. 2013).

Teorem 1.5. f:1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b
ve f € Lla, b] olsun. Eger| f'(x)|qfonksiyonu [a, b] arahginda GA —konveks ise g > 1 igin;

b
bf(b) — af (a) — j FOOdx
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1

1
(Inb—Ina) @y ; 24 2a\1*7q
A
g

x {[L(a®, b)) — a®]|f"(@)|? + [b?? — L(a™, bzq)]lf’(b)lq}%
esitsizligi gegerlidir (Zhang et. al. 2013).
Teorem 1.6. f:1 € R, = R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim ve
a,b € I° a<b, f e L[a,b] olsun. Eger|f (x)| fonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks ise
bu takdirde

b
‘bf(b) —af(a) - f Fwdu

L(x2, b?) — L(a?, 2 L(a? x?) — a? b? — L(x* b*
S(u )~ L x)>|f'(x)|+((“ - “>|f'<a)|+< “ )>If’(b)l

esitsizligi Vx € [a, b] igin gegerlidir (Avci-Ardig et. al. 2015).

Teorem 1.7. f:1 € R, = R fonksiyonu I tiizerinde diferensiyellenebilen bir doniisim ve
a,b€ I° a<b, f eL[a,b] olsun. Eger| f'(x)|q fonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks ise
bu takdirde

b
bf(b) — af(@) — f fwdu

(@) — If’(x)l"f

-1 11
< (Inx — lna)” a(L(a? x?) —x?)" a 5

+(Inb — lnx)l_%(L(bZ,xZ) _ bz)l—% <|f’(b)|q ; |f’(x)|q>5

esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 i¢in gegerlidir (Avci-Ardig et. al. 2015).
Teorem 1.8.f:1 € R, - R fonksiyonu [ {izerinde diferensiyellenebilen bir doniisim ve

a,b € 1°, a<b, f' € L[a,b] olsun. Eger|f’(x)|q fonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks ise

bu taktirde

b
bf(b) — af(a) — f fwdu
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1 — 1-2 2 2 1-= / ’ =
< (Inx — lna)4 (qqu) 1 (xq_—ql _ aq_—q1> q <|f )9 ‘; |f (a)|q>q

_ 1 1% 1-1 , , 1
+anb_znx>%(q2q1) q(b%_x%> q<|f (b)|q;|f (x)|q>q

esitsizligi Vx € [a, b] ve ¢ > 1 igin gegerlidir (Avci-Ardig et. al. 2015).
Teorem 1.9. f:1 < R/{0} - R harmonik fonksiyon a,b € I ve a < b olmak iizere eger
f € Lla,b] ise bu durumda

2ab ab (P f(x) f(a) + f(b)
(a+b)S b—a,f x2 dx < 2

a

esitsizligi gecerlidir (Iscan 2014).

Teorem 1.10. f:1 € R, — R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f' € L[a, b] olsun. Eger |f'(x)|9fonksiyonu [a, b] araliginda harmonik konveks ise ¢ > 1

i¢in;

fl@+ f(b) ab f

2 b—a [&:1f" (@)1 + &s|f'(D)I9]2

b 1
f(x) ab(b—a) 1—;
2 dx ST‘{l 1

a

esitsizligi gecerlidir ve burada

o 1 2 (a + b)?
L= b—a)? " 4ab
-1 3a+b l (a + b)?

£ =
2= T h=ap " ab
ve

3 1 3a+bl (a+b)2_1{ .
“alb—-a) (b-a)3 "' aap TR

seklinde tamimlidir (Iscan 2014).

43

Teorem 1.11. f: 1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b

ve f' € L[a, b] olsun. Eger |f'(x)|?fonksiyonu [a, b] araliginda harmonik konveks ise
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1

%) 1
>p [ lf' @1 + wlf ()14

f@+ f(b) ab [Pf(x) ab(b—a) 1
2 _b—af x2 dx‘s 2 <p+1

a

esitsizligi % + % = 1 olacak sekilde g > 1 icin gecerlidir ve burada

a’”% + b2 [(b — a)(1 — 2q) — a]]

M T 20 - (- (- 20)
_ @ — a1 — a)(1 - 29) — a]
S TR I CR IR T
seklinde tanimlidir (Iscan 2014).

2. GEOMETRIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Lemma 2.1. f:1 € R* - Rfonksiyonu [ iizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim ve
a,b €I’ ve a < b olsun. Eger f' € L[a,b] ise n € N,n > 1 i¢cin asagidaki esitlik gecerlidir:

b 1
b"f(b) —a™f(a) — n f x"f (x)dx = (Inb — Ina) f aDEpDA-D 1 (qtpl=t)qg
a 0

Ispat: Bu lemmay ispatlamak igin,

1
j a(n+1)tb(n+1)(1—t)fl(atbl—t)dt
0

integralinde,

x = athl-t

degiken degistirmesi yapilirsa,

1 a
Ina) fb x"f'(x)dx

1
M+t (+1)(A—t) £1( ot 1=t 5 —
joa b f(@ bt ==

1 b
= b~y L") — @ (@) _nf 1 ()dx ]

elde edilir. Daha sonra esitligin her tarafi  (Inb — Ina) ile garpilirsa ispat tamamlanmus olur.

Lemma 2.2. f:1 < R* > R f fonksiyonu [ lizerinde diferansiyellenebilen bir doniisiim ve
a,b €I’ ve a < bolsun. Eger f € L[a,b] isen € N,n > 1 iken asagidaki esitlik V u € [a, b]
icin gecerlidir:
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b 1
b"f(b) —a™f(a) — nf x" 1 (x)dx = (Inu — lna)f Dt g+ DA-0) £1(ytgl-ty gt
a 0

1
+ (Inb — lnu)f p+t b(nﬂ)(l_t)f'(utbl‘f)dt,
0

Ispat: Bu lemmay ispatlamak igin once;
1
11 — f u(n+1)t a(n+1)(1—t)fr(uta1—t)dt
0
ve
1
12 — f u(n+1)t b(n+1)(1—t)fr(utb1—t)dt
0

alalim. x = uta'~tdegisken degistirmesi yapilir ve integral alinirsa;

1
I = f y+t a(n+1)(1—t)fr(uta1—t)dt
0

- (Inu — Ina)

W) - a"f@) —n | x”‘lf(x)dxl (1)
elde edilir. Benzer sekilde

1
12 =] u(n+1)t b(n+1)(1—t)fl(utb1—t)dt
0
u

W F(w) — B (b) — n f XG0 dx| (2)

- (Inu — Inb) b
(1) esitlik (Inu —Ina) ile ve (2) esitlik (Inb —Inu) ile garpilir ve taraf tarafa toplanirsa
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.1. f:1 c R = R fonksiyonu [° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b, n €
N,n > 1ve f' € L[a,b] olsun. Eger[a, b] araliginda |’ (x)|?fonksiyonu GG —konveks ise;

b
b"f(b) — a"f(a) — nf x"1f(x)dx

< (Inb — lna)LPl(a(”“)p, b("“)p)qu(lf'(a)Iq, |f'(B)I)

esitsizligip > 1 ve % + i =1 igin gegerlidir.
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Ispat: Lemma 2.1 ve |f'(x)|? nin GG-konveks oldugu kullanilarak

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x"1f (x)dx

1
< (Inb — Ina) f QDDA £ (gt b1-E) |t
0

1
< (lnb _ lna)f a(n+1)tb(n+1)(1—t) |fr(a)|t|fr(b)|(1—t)dt
0

f@f

La
= (inb = ) VU] [ Qe (s e
0

elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak

b
b"f(b) — a"f(a) — nj x"1f(x)dx

'@

= —mane o[ Q) |76

= (Inb — lna)LPl(a("“)p, b(”“)p)qu(lf'(aNq. ' (D)17)

1
tq q
dt]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.2. f:1 c R — R fonksiyonu [° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b, n €
N,n>=1ve f' € Lla,b] olsun. Eger[a, b] araliginda |f'(x)|?fonksiyonu GA —konveks ise;

b
b"f(b) — a"*f(a) — nf x"1f(x)dx

1

< (Inb - Ina) (pﬁ)5 L3 (a9, b+ 09) (| ()] + [ (B)1)

esitsizligi p > 1 ve % + % =1 icin gecerlidir.

Ispat: Lemma 2.1, |f'(x)|? in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak:

b
b"f(b) — a"*f(a) — nf x" 1 f(x)dx

1
< (Inb — lna)f a(n+1)tb(n+1)(1—t)|fr(atb1—t)|dt
0

(n+1)t

< (Inb — lna)p™*V U (%) (tlf' (@] + (1 = D)If (b)) dt
0
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< (Inb — Ina)b™*V || ()] <f1tp>5 (fl (%)(nﬂ)tq)E
0 0
5 1
+ ' (b)] <.[:(1 — t)p>p <.I'1 (%)(nﬂ)tq)q

1

< ( : )E (Inb — lna)qu(a(”“)q bV (|f (@) + |f (b))
T \p+1 ’

elde edilir ve ispat tamamlanmais olur.

Teorem 2.3. f:1 c R— R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,n €
N,n>1 ve f' €L[a,b] olsun. Eger[a, b] araliginda |f'(x)|?fonksiyonu GG —konveks ise
Yu € [a, b] igin;

b
b"f(b) — a™f(a) — nj x"f (x)dx

1 1
< (Inu — @) LP (u™* VP, q 0P La (| )9, |f'(a)]7)
1 1
+ (Inb — Inw)LP (u+ 0P, p+OP) L@ (| £/ (w)|9, |f'(h)]9)
esitsizligip > 1 ve % + é =1 igin gegerlidir.

Ispat: Lemma 2.2, |f'(x)|? in GG —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak;

TJOS © 2018
http://dergipark.gov.tr/tjos



http://dergipark.gov.tr/tjos

24 N. Kilig and A.O. Akdemir Vol. I, Issue I, 2018

b
bnf(b) — anf(a) _ nJ. xn_lf(X)dx
¢ 1
< (lnu — lna)f u(n+1)ta(n+1)(1—t)|f’(uta1—t)|dt
0
1
+ (Inb — lnu)f u(n+1)tb(n+1)(1—t)If,(utbl_t)ldt
0
1
< (= Ina) [ w2 e 000 P @[If (@0 Ode
0

1
+ (Inb — Inu) f D EDATOI £ @) (b)| 40 de
0

t

1 (n+Dt | £/
<o 0
0
1 n+1t | £/ t
+ (Inb — W) b™D|£(b)| f (%)( V ;83 dt
0
1 1
[ 1 n+1 1» 1 ¢/ tq
S(lnu—lna)a(”“)lf’(a)l_JO (3)( )tpdt_p L ;Eg dt_q
1

o1

(n+)tp f’ (u) tq

+ (Inb — ln)b@* | (b)] fol(%) dt fol ) dt-

1 1 )
< (Inu — @) LP (w07, g+ OP) L (£ ()19, |f' (a)]9)
1 1
+ (Inb — ) LP (u™+ VP p+DP) L@ (| £ ()9, |f'(b)]9)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur

Teorem 2.4. f:1 c R = R fonksiyonu [° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b, n €
N,n>1 ve f'€L[a,b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|?fonksiyonu GA —konveks ise
Yu € [a, b] igin

b
BRF(b) — a™f(a) — n f XL () dx

1
1 \» 1
= (—p n 1)p [Unu — In@) L7 (u™D9, D) (| @), I (@)
+ (Inb — lnu)qu(u(n”)q, D) (|7 (w)], | f’(b)l)]

esitsizligi p > 1 ve % + é =1 icin gecerlidir.

Ispat: Lemma 2.2, |f'(x)|? in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak
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b

b"f(b) —a"f(a) — nf x" 1 (x)dx

1
< (lng)f u(n+1)ta(n+1)(1—t)|f/(uta1_t)|dt

5
clo

+

1
)f uMHFDEEDA-0| 1yt p1-t) | 0

1
DL EADA=0 (¢ £/ (W) | + (1 — B)|f(a)])dt

o

IA
5

clT v

~
o

DR MDA=0 (¢ | £/ ()| + (1 — £)|f' (b)) dt
- 1
)a(n+1) |f’(u)| f t —

pn+D) If W j

e [=N

(n+1)t

5

1 (n+1)t
dt+|f’(a)|] (1-1 g) dtl

(n+1)t

+
5
clT o)|e

(n+1)t
dt-+|f'(b)Lf (1-1) Z) dtl

) 1 u (n+1)tq\q
|f<u)|<j0 tp) (j “) )
, 1 1 u (n+1)tq
sir@i([a-o) ([ 6) )
1
b 1 (n+1)t
(ln )b(n+1) I (u)|<J;) tP) < % q>q
'h 1 . ) % u (n+Dtq\q
+|f<)|<f(—t))( ) )

= (p m 1) [(lnu — @)L (w1, ), (| ), I (@)

+
~—~ T/~ —~ T/~ —~
=

IA
5
LS
N—r
Q/‘\
S
+
\’

=

n (lnﬁ) L (w04, e+ Da) (|7 (1)), |f’(b)|)]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.5. f:1 c R = R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b, n €
N,n=1ve f' € Lla,b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GA —konveks ise;

b
b"f(b) —a"f(a) — nj x"1f(x)dx

1 1

1 ya o1 @10 — |f (b1 \a
_ (n+1) (n+1)
< (nb — tna) ()" 17 (a7, b ”)< F @I =1 ®)] )

wmm@p>1w%+§=1@mg@m@:

Ispat: Lemma 2.1, |f'(x)|? in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak
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b
b"f(b) —a™f(a) — n.f x"1f(x)dx

1
< (lnE)f a(n+1)tb(n+1)(1—t)Ifl(atbl_t)ldt
a’ Jo

<(i2)oen | [[0)" @@+ a- ool

1

< (oo (""" ) ([ @i+ a-oir @)

elde edilir. Eger burada
tlf' ()] + (1 —t)|f'(b)|= u degisken degistirmesi yapilirsa

b
b"f(b) — a"*f(a) — nj x"1f(x)dx

1

1 \q¢ 1
< _ - p(q(n+Dp p(n+1)p
< (Inb — Ina) (q - 1) L7 (a b )<

f'(@)1+D — |f'<b)|<q+1>>3
THOITHO]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.6. f:1 c R — R fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,n €
N,n=1vef' € Lla,b]olsun. Eger[a, b] arahiginda |f'(x)|?fonksiyonu GA —konveks ise
Yu € [a, b] igin

b
b"f(b) — a"f(a) — nL x" 1 f(x)dx
<(;59

+ (1n E) Lpl(u(”“)p, p(n+1p) f
u

QR

@l - If’(a)l("+1)>5
Fl-1f @I

uy L
_ n+1)p ,(n+1)
(lna)LP(u" P qn p)(

(W] @D - |f'<b)|<q+1>>5
F@I =17 B

esitsizligip > 1 ve % + é =1 icin gegerlidir.

Ispat: Lemma 2.2, |f'(x)|9 in GA —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak
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Esitsizlikler

b
b™f(b) —af(a) — nf x" 1 (x)dx

1
< (lng)f u(n+1)ta(n+1)(1—t)|f/(uta1_t)|dt
0

1
+ <lnE)f u(n+1)tb(n+1)(1—t)|f/(utb1—t)|dtu
u/Jo

< (in5)al [ fo ' ©)

b 1 (n+1)t
+ (In2) e [ [ arwi+a- t)If’(b)I)dtl

u 1y (m+Dtp P 1 Cll
< (In2)a+y ( [ & dt) <f (tlf’(u)l+(1—t)If’(a)I)"dt>

1
#(mg)seen ()" @) ([ e+ a-oirwa)

(n+1)t

@l + (1 - t)lf’(a)l)dtl

|~

SIS

elde edilir. Eger burada

tif'(@)] + (1 —t)|f'(b)|= u degisken degistirmesi yapilirsa

b
b"f(b) — a"f(a) — nf x"1f(x)dx

L 1
L\ (10 13 (0w, gy (/G117 (@) €7)@
= (m) (11’1 ;) L (u( 1)p, a( 1)20) < If’(u)l _ If’(a)l )

by L /@I — |/ (B)|@+D\a
- (n+1) (n+1)
+ (“‘u) L7 (ut P, b p)< F @] — 1F ()l >

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.7. f:I c R— R* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon, a < b,

ne€N,n>1ve f'€Lla,b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GH —konveks
ise;

b
Mﬂm—wﬂ@—nfﬂAﬂ@m

< (i 9) (_q1+ 1)% F@IIFBIL? (P, b r) (

I @I |f'(b)|<-q+1>>ﬁ
@I 17 ®)
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esitsizligip > 1 ve 1;+ i =1 icin gecerlidir.

Ispat: Lemma 2.1, |f'(x)|9 in GH —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x"1f (x)dx

1
(lnE> g DEpHDA-D| £1 (gt p1-6Y| di
a

0

b (n+1)t I (@Ilf'(b)l l
~Vr(n+1)
(‘“a b U (tlf’(a)l+(1—t)|f'(b)|>dt

1

b 1 (n+1)tp 1 q q
< (in7) 1P @Il (b)'U dtl U tlf’(a)|+(1—t)|f’(b)|> dtl
1

I (@) o+ — |f'(b)|(-q+1>>a

1
b 1 q 1
_ _ / / (n+1) (n+1)
= (103) () I @lIF @I (0 or, b ”)( =17 ®)

ispat tamamlanmis olur

Teorem 2.8. f:1 c R —» R* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a < b, n €
N,n>1ve f' € L[a,b] olsun. Eger [a,b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu GH —konveks ise
Yu € [a, b] igin;

b
b"f(b) — a™f(a) — nf X" f (x)dx

1
(—q+D\ q

Fal " - |f @|
f |- |f @]

(ot

Fal " =|Ff |
IF @l - |f @)

+ |f (b)| <ln g) Lz% (u(n+1)p, b(n+1)p)

esitsizligip > 1 ve 1;+ $ =1 icin gegerlidir.

Ispat: Lemma 2.2 |f'(x)| in GH —konveksligi ve Holder integral esitsizligi kullanilarak
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Esitsizlikler

b
b"f(b) — a™f(a) — nf XL (x)dx

1 U
= (lnu — lna)f p Dt (et DA-0) |f (utal—t)| dt
0

+ (Inb — lnw) flu(n+1)tb(n+1)(1—t) |f' (utbl—t)| dt
0

< (s — Iy _fl uy (D |f’(u)| |f’(a) it
- 0 \a tf w|+a-vlf@|) |
e |f w||f ® n
b tif w|+a-olfm|) |

[ 1
+ (Inb — Inw)b™+D f (
0

1r

.
, , 1oy iDep o] 1 1
< (Inu — lna)a®™*" |f @) |f (“)”o @ fo (tlf'(u)|+(1—t) |f'(a>|) )

d L
RPN

1 q
) , , [l o (Dep 1| 1 1
+ (nb = b ™V |f @) |f (b)|_f0 (5) at fo (tlf’(u)lﬂl—t) |f'<b>|> “

1

= <_q1+ 1)5 |f'(u)| |(ln g) |f’(a)| Lpl(u(n-i-l)p, a(n+1)p)
|

Fal ™" -|f@|”
If | = |f @]

N
|f:(u)|(—q+1) _ |f:(b)|(—q+1) q
|f @] = |f @)

() [F | (o)

ispat tamamlanmais olur.

3. ELDE EDILEN BULGULARA DAIR BAZI SONUC VE UYGULAMAR

Sonug¢ 3.1. Teorem 2.1 de n=1 segilirse

< (Inb — Ina) L7 (a2, bP)LA (| (@] | ()]

b

‘bf(b) - af@ - [ fGodx
a

esitsizligi p > 1 ve % + % =1 icin elde edilir.

Sonug 3.2. Teorem 2.2 de n=1 segilirse

1

1 v L
< (b —na) (=) L9 @, 5200 @I + 1 &)

b
|bf(b) —af(a) - f FG)dx
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esitsizligi p > 1 ve % + i =1 igin elde edilir.

Sonug 3.3. Teorem 2.5 de n=1 segilirse

b
bf(b) — af(a) — f FG)dx

< (Inb — Ina) (L)E Lpl(azl’ b?P)
- q+1 ’

' @)@V — |f’(b)|<q+1>>3
THOIRITEO]

esitsizligi p > 1 ve % + g =1 igin elde edilir.

Sonug¢ 3.4. Teorem 2.7 de n=1 segilirse

b
bf(b) - af (a) — j FG)dx

Juy

! (q+1) _ |/ (q+1) i
< (inb — ina) ( If' (@D — | (b)]@ )q

a ’ ! > 2 2 <
) I @Il oI @, b2 (s s

—q+1
esitsizligi p > 1 ve % + g =1 icin elde edilir.

Uygulama 3.1. a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

1 1
le?(b—1) —e%(a—1)| < (Inb — Ina)LP (a??,b?P)L4 (e™, eP9)

esitsizligi p > 1 ve % + ; =1 icin gegerlidir.
Ispat: Sonuc 3.1 de f:R —» R*, f(x) = e¥ GG — konveks fonksiyonu segilirse istenen sonug
elde edilir.

Uygulama 3.2. a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

1
b+1

Joe e+ ()] = o = no () e (5 + i)

esitsizligi p > 1 ve %+ 5 =1 icin gegerlidir.

Ispat: Sonu¢ 3.2 de f:(—1,0) > R, f(x) =log(x+ 1) GA — konveks fonksiyonu segilirse
istenen sonug

elde edilir.

Uygulama 3.3. a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda
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Esitsizlikler

1
q+1) q+1)\ q

1 (
~ 5]

: 1
log | ce-2) (2%)” = (inb = fna) (qul)q e . |1| 1~ 5l
a +

esitsizligi p > 1 ve % + g =1 icin gecerlidir.
Ispat: Sonug 3.3de f:(—1,0) > R, f(x)=log(x +1) GA — konveks fonksiyonu
secilirse istenen sonug elde edilir

Uygulama 3.4. a,b € R* ve a < b olsun. Bu durumda

1

2 1 \q 1
3 (b® —a3) < (Inb — Ina) (WY 2abLp (a?P,b?P) <

a—>b

1
AGUE b(—q+1)>6

esitsizligi p>1 ve + - =1 i¢in gegerlidir.

< |-
Q|-

Ispat: Sonug 3.4 te f:(—00,0) = (0,0) ve f( x) =x? GH — konveks fonksiyonu

secilirse istenen sonug elde edilir.
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